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Questions de cours ou presque • SUP • POL

Polynômes

On désignera par K l’ensemble R ou C.

Coefficients d’un polynôme

QCOP POL.1 [.y

1. Comment établir la nullité d’un polynôme ?
2. Soit n ∈ N∗. Écrire le polynôme Xn − 1 sous forme scindée.
3. Soit n ∈ N∗. Montrer que :

n∏
k=1

(
X − e 2ikπ

n
)

= (X − 1)
n−1∑
k=0

Xk .

QCOP POL.2 [.y

1. Soient P , Q ∈ K[X]. Donner, pour k ∈ N, l’expression du coefficient de degré k du produit PQ.
2. Soient m, n, p ∈ N.

a) Donner une expression du coefficient de degré p de (X + 1)n+m.
b) En donner une autre en développant (X + 1)n × (X + 1)m.

c) Calculer
p∑

k=0

(
n
k

)(
m

p − k

)
et

n∑
k=0

(
n
k

)2

.

Racines d’un polynôme

QCOP POL.3 .y

Soit P ∈ K[X]. Soit α ∈ K.

1. Montrer que :
α est racine de P ⇐⇒

[
∃Q ∈ K[X] : P = (X − α)Q

]
.

2. On suppose que P ∈ R[X], α ∈ C∖ R et que α est racine de P .

a) Montrer que α est racine de P.
b) Montrer que (X − α)(X − α) ∈ R[X].
c) Montrer qu’il existe Q ∈ R[X] tel que P = (X − α)(X − α)Q.

Fiche de QCOP • SUP • POL
Polynômes

1 William GREGORY
1er juillet 2026



©
20

24
To

us
dr

oi
ts

ré
se

rv
és

QCOP POL.4 [.y

1. Soient P, Q ∈ K[X]. Soit n ∈ N∗. Compléter :

Pn − Qn = ...
...∑

k=...
....

2. Soit P ∈ K[X]. Soit α ∈ K. Montrer, à l’aide de la formule précédente, que :

α est racine de P ⇐⇒
[
∃Q ∈ K[X] : P = (X − α)Q

]
.

3. Soit n ∈ N∗. Montrer que :
n∏

k=1

(
X − e 2ikπ

n
)

= (X − 1)
n−1∑
k=0

Xk .

QCOP POL.5 [6y

Soit P ∈ R[X] un polynôme non constant.

1. Justifier que P admet une racine complexe. Comment s’appelle le résultat utilisé ?
2. Le polynôme P possède-t-il nécessairement une racine réelle ?
3. On suppose que le degré de P est impair.

a) Justifier que les limites en −∞ et +∞ sont opposées.
b) En déduire que P possède une racine réelle.

Relations coefficients-racines

QCOP POL.6 .4

Soit P ∈ K[X] de degré 3, dont on note α1, α2, α3 ∈ C ses racines complexes.

1. Énoncer et démontrer les relations coefficients racines pour P.
2. On prend P = X3 + X + 1. Calculer :

α1 + α2 + α3 et 1
α1

+ 1
α2

+ 1
α3

.

QCOP POL.7 [y

Soit n ∈ N∗. Soit P ∈ K[X] de degré n.

1. Énoncer les relations coefficients racines pour P.
2. Les écrire explicitement pour n = 2, n = 3 et n = 4.
3. On suppose que n = 2 et P(1) = 0. Le polynôme P admet-il une autre racine réelle ? Si oui,

l’exprimer en fonction des coefficients de P .
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