Questions de cours ou presque e SUP e ARIPOL

Arithmétique des polynomes

© 2024 Tous droits réservés

On désignera par K I'ensemble R ou C.

Racines multiples

QCOP ARIPOL.1 877

1. Enoncer la formule de Taylor pour les polyndmes.

2. Enoncer et démontrer la caractérisation de la multiplicité des racines d'un polynéme par les
dérivées successives.

3. Soit P € K[X] tel que 0 est racine de P’ d'ordre 3.

a) Le nombre 0 est-il nécessairement racine de P?
b) Si 0 est racine de P, que dire de la multiplicité de 0 en tant que racine de P?

Interpolation de Lagrange

QCOP ARIPOL.2 K4

Soit n € N. Soient Xy, ..., x, € K deux a deux distincts.

1. Soient yy, ..., y, € K quelconques.
Montrer qu'il existe un unique L € K,[X] tel que :
Vie[0,n], L(x)=y.
On pourra utiliser des arguments d’algebre linéaire.
2. a) Soit k € [0, n]. Expliciter ce polyndme L, que I'on notera L, lorsque :
Vie[0,n], yi=or.
b) Montrer que la famille (Lo, ..., L,) ainsi obtenue est une base de K,[X].
3. Soit P € K,[X]. Montrer que :

P= Z P(Xk)Lk.
k=0
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Arithmétique des polynéomes

QCOP ARIPOL.3 (=Ko A

1. Enoncer le théoreme de Bézout dans K[X].
2. Soient P, Q, R € K[X]. Montrer que :
PAR=1
QAR=1
3. Soient P, Q € K[X] tels que P A @ = 1. Montrer que :
VkeN, P“AQ=1 puis, Vk(eN, PAQ =1

4. Soient a, b € K tels que a # b. Montrer que :
Vnome N, (X—a)"AN(X—=b)"=1.

} — (PQ)AR=1.

Polynomes irréductibles

QCOP ARIPOL.4 Fd

Soit P € R[X] un polyndme réel.
1. Soit a € C \ R une racine de P.
a) Que dire de 37
b) Montrer que (X — a)(X — 3) € R[X] et que :
dQ e R[X]: P=(X-23a)(X-3)Q.

2. Enoncer le théoréeme de décomposition d’un polyndme réel en produit d'irréductibles de R[X].
Que nous donne la question précédente ?

QCOP ARIPOL.5 R % B2

Soit P € K[X].
1. Donner la définition de « P est irréductible dans K[X] ».
2. On suppose que P est irréductible dans K[X]. Montrer que :
P possede une racine dans K <= deg(P) =1.
3. On suppose que deg(P) < 3. Montrer que
P n'a pas de racine dans K = P est irréductible dans K[X].
On pourra raisonner par contraposée.
4. Le résultat précédent reste-t-il vrai si deg(P) > 37
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