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Colle 29

Espaces préhilbertiens réels

» Apres votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est a déposer dans
la boite en B013 avant lundi prochain.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Exercice 29.1

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
1
2
2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cos(x) et g : x — cos(2x).

27
1. Démontrer que (f,g) — / f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E.
0

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction v : x — sin?(x).

Exercice 29.2
On se place dans My(R) muni du produit scalaire o : (A, A') — Tr(ATA).

On note & = {(_ab S) . (a, b) 6R2}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de My(R).

. Déterminer une base de & .

2

. . - 11 1
3. Déterminer le projeté orthogonal de J := 1 1) sur F.
4

. Calculer la distance de J a &.

Exercice 29.3

On munit R* de son produit scalaire canonique. On définit

F=14(x,y,2,t) € R? xtytzt=0 :
R XxX—y+z—-t=0

1. Déterminer la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F.
2. En déduire la matrice dans la base canonique de la symétrie orthogonale par rapport a F.

3. Calculer la distance d'un vecteur (x,y,z,t) € R* 3 F.
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Exercice 29.4

Soit n € N.
On se place dans M,(IR) muni de sa structure
euclidienne canonique, et on considere :

G == Vect {l,}.
1. Déterminer G*.
. Soit A € M,(R).

Déterminer le projeté orthogonal de A
sur G*, noté pg.(A).

N

Exercice 29.6

Exercice 29.5

Soit n € N*.

Soit A = (ai)1<ij<n € Mpy(R) telle que :
A=A = A

Montrer que :

> laijl < ny/re(A).

1<i,j<n

Soit n € N*. Soit A = (a;)1<ij<n € M,(R). Calculer :

A = inf

1<i,j<n

Exercice 29.7
Soit n € N*. Soit A € M,(R). Montrer que :

VX € Ma1(R), XTAX =0

Exercice 29.8

Soit n € N*. Soit (E, (| >) un espace euclidien
de dimension n.

Soit p € N*. Soit (ey,...,e,) une famille de
vecteurs unitaires de E telle que :

P
x € E, Ix|P = (x]e)?.
i=1

Montrer que (e, ..., ,) est une base orthonor-

male de E.

{ Y (ay—mig)? 5 (mijh<ijen € Sn(R)}-

<= A est antisymétrique.

Exercice 29.9

Soit (E, (| >> un espace préhilbertien réel.
Soit p un projecteur de E.
Montrer que les propriétés suivantes sont équi-

valentes :
(i)  p est un projecteur orthogonal

(i) ¥xyeE (p(x)]y)={x|py))
(i) Vx€E, (x|p(x)) >0
(iv) vxeE, [p(x)] < lIxIl

Lycée Chateaubriand
MPSI 3 e 2025 — 2026

Mathématiques e Colle 29
William GREGORY



Exercice 29.10
On se place dans E = %1([0, 1],R) et on considere :

1) (FL g) —s F(0)2(0) + /01 F(£)g' () dt.

1. Montrer que (-|-) définit un produit scalaire sur E.

On note, pour f € E, ||f]| = /(f|f).

2. Montrer que :
VFEE, |fll, <V2]f]
3. On définit, pour n € N*, la fonction f, : t — t" de E.

(a) Calculer, pour n € N*, les quantités ||f,|| et ||f.||..
(b) Que dire?

Exercice 29.11

On se place dans R[X] et on considére :

+o0 p(n) () Q")
o (P,Q)— 3 POQTO)

n=0 (n!)2

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

2. Déterminer I'orthogonal des ensembles suivants :
Fo={PeR[X] | PO)=0} et Fi={PeR[X] | P(1)=0}.

G ([ -WLAVA Suites de carré sommable.

On consideére :
2= {(a,,)n e RY | Z |a,,|2 converge}.
n
On définit sur ¢2 x ¢ 'application :

C1) = ((and (Ba)a) f 2ub.

1. Montrer que (62, (| )) est un espace préhilbertien réel.
2. On considere :

F .= {(an)neN ‘ dpeN: Vn>p, a,,zO}.

(@) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de (2, différent de (2.
(b) Montrer que F # (FL)L.
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Exercice 29.13
Soit (E, (| >> un espace euclidien.
Soient H; et H, deux hyperplans distincts dont on note e; et e, les vecteurs unitaires orthogonaux.
On note s; (resp. s,) la symétrie orthogonale par rapport a Hy (resp. Hs).
1. Exprimer, pour x € E, s1(x) et sy(x) en fonction de x, (x| e;) et (x|e).
2. Soit x € E. Montrer que :
(sios)(x) =x <= x€HNH..
3. Montrer que la somme H; - + Hp ' est directe.
4. Montrer que :

Vx € Hlj_ + HQJ_, (51 o) Sz)(X) € HlJ_ -+ HQJ_.
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