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Colle 27
Matrices et applications linéaires

» Aprés votre colle, il vous est demandé de reprendre les exercices
traités et de les rédiger sur feuille. Ce travail est a déposer dans
la boite en B013 avant lundi prochain.

» Vous trouverez le sujet et des indications sur la page ci-contre.

Exercice 27.1
On se place dans R® et on considére les deux sous-espaces :

9:—{(x,y,z)€R3 X_y_z} et @::{(x,y,z)€R3 ‘ X—I—y+Z:0}-

2 3

1. Montrer que R} = 9 ¢ 2.

2. On note p le projecteur sur P, parallélement 3 9.
Exprimer, pour u = (x,y, z) € R le vecteur p(u).

3. Déterminer une base de R® dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Exercice 27.2

On considére I'ensemble :
F={f:R—R | JabceR: VxeR, f(x)=(ax®+bx+c)e}.

1. Montrer que F est un espace vectoriel de dimension finie et en donner une base.
2. Montrer que I'application D : f — f’ est un automorphisme de F.
3. Déterminer D! et (Idr — D)>.

Exercice 27.3 Exercice 274

Soit n > 2. On considére : Soit n € N*. On considere :
' P — P—P. P — P(X)-P(X-1).
1. Montrer que f est bijectif. 1. Montrer que u € L(K,,[X]).
2. Déterminer I'application réciproque £, 2. Déterminer la matrice de u dans la base ca-
3. De quelle matrice a-t-on obtenu I'inverse ? nonique de K,[X].
3. Calculer Im(u) et Ker(u).
Lycée Chateaubriand 1 Mathématiques e Colle 27

MPSI 3 e 2025 — 2026 William GREGORY



https://wgregory-maths.github.io/docs_sup/25-26_docs_sup.html#colles_mai_juin

Exercice 27.5 Exercice 27.6

M — AM.

112 oA (12

On considere la matrice A== |2 1 1]. Soit A = (2 4) € Ma(R).
013 On considére I'endomorphisme :

1. Calculer Xo, X1, X4 € M3 1(R) \ {031} tels £ ‘ My(R) — My(R)

que :
AXO = 03, AX1 = X1 et AX4 = 4X4
2. Déterminer A € M3(R) telle que A = A.

Déterminer une base de Ker(f).
L’endomorphisme f est-il surjectif ?
Déterminer une base de Im(f).
A-t-on My(R) = Ker(f) & Im(f)?

=l S

Exercice 27.7

Soit n € N*. Soit M € M,(K) de trace nulle.

Montrer que M est semblable a une matrice n'ayant que des 0 sur la diagonale.

Indication. On pourra utiliser que, dans un espace vectoriel E, pour f € L(E),
Vx € E, (x, f(x)) est liée <= f est une homothétie.

Exercice 27.8 Exercice 27.9
Soit n € N*. Soit A € M,(K) une matrice de Soit n € N. Soit M € M,(R).
rang 1. Montrer que rg(M) = rg(MMT).

1. Calculer les puissances de |, + A.

2. (a) Déterminer une condition sur A pour Exercice 27.10
que |, + A soit inversible. Soit E un espace vectoriel de dimension n € N.
(b) Déterminer dans ce cas son inverse. Soit r € [0, n]|. Soit u € L(E) de rang r.
Montrer que u peut s'écrire comme la somme
de r endomorphismes de rang 1.

Exercice 27.11 Exercice 27.12
Soit E un espace vectoriel de dimension n € N*. 1. Soit n € N*. Soit ¢ une forme linéaire
Soit u € L(E) tel que : sur M, (K). Montrer qu'il existe une unique
u" =0ypE) et u"t £ OLe)- matrice A € M,(K) telle que :
1. Déterminer une base & de E dans laquelle : VM € My(K), (M) = Tr(AM).
0 (0) 2. Soit n > 2. Soit H un hyperplan de M,(K).
10 Montrer que H contient au moins une ma-
Matg(u) = 1 . ) trice inversible.
(0) 1 0

2. En déduire I'ensemble des endomorphismes
qui commutent avec u.
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